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Motivation: von Fourier—Reihe zu Fourier—Integral Uberbiick

Die Funktion f:[-T/2,T/2] — C zerlegen wir in ihre Fourier—Reihe:
- izk-2r /T 1 (T2 ick-2m)T

) ~ cp e e mit ¢ :7/ e AT f(x) da

)~ D O (z)

k=—o00
Sei A¢ = 27/T = w. Wir betrachten ¢ = kAE als diskrete Variable:

T/2
9(§) = / o

FUr nicht-periodische Funktionen f:R — C betrachten wir 7" — oco.
Dann gilt A¢ — 0, und somit wird ¢ eine kontinuierliche Variable.
Heuristisch wird so aus der Fourier—Reihe das Fourier-Integral:

g(§) = /°° e g f(JL) dz und f(;l) ~ i/;x

p=—00 2m =—00

e ayde und ()~ o Y gle)eia

EETAE

g(&) e dg

Diese Formel mit 27 vor dem letzten Integral ist die Konvention der Physik, siehe Laplace [C406].
Ich verwende in diesem Kapitel die symmetrische, in der Mathematik tibliche Normierung v/27.

Das erklart Anschauung und Heuristik, Definitionen und Séatze folgen.
Die Fourier—Analyse hat zahlreiche wichtige technische Anwendungen:

@ Digitalisierung und Datenkompression (FFT, MP3, JPEG, MPEG).
@ Datenanalyse, Mustererkennung, z.B. Spracherkennung.

Sie ist zudem ein universelles Werkzeug der Mathematik:
@ Zerlegen von komplizierten Funktionen in einfache Basisfunktionen.
@ Optimale L?—Approximation, Lésung von Differentialgleichungen.

@ 3B1B: But what is the Fourier transform? youtu.be/spUNpyF58BY
D. Gabor, Nobelpreis 1971 fiir Holographie! youtu.be/EmKQsSDlaa4

© Fourier-Integrale kénnen wir oft ausrechnen dank Integralsétzen
wie dem Residuensatz. Hier zahlt sich unsere solide Vorbereitung aus!

/\ In der Literatur gibt es mindestens drei Konventionen fiir den Faktor
27 vor dem Integral oder im Exponenten. Beim sorgfaltigen Vergleich
muss man jeweils nachschauen, welche Normierung zugrunde liegt.
Wir beginnen daher, wie es sich gehort, mit einer prazisen Definition.
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Fourier—Transformation

Definition K1A: Fourier—Transformation
Die Fourier—Transformierte einer Funktion f: R — C ist

FfiR=>C, f(o) e f () da.

i

Wir nennen f Fourier—-transformierbar, falls diese Integrale existieren.
Fir f € L', also fR|f x)|dz < oo, ist der Integrand absolut integrierbar.
Allgemein nutzen wir Cauchy—Hauptwert B219 und Residuenkalkil F4K.

Die so definierte Zuordnung .% : f — j hei3t Fourier-Transformation.
Die inverse Fourier-Transformation .# ! .f — f ist definiert durch

f:R=C, f(z) €) el de.

= T a1

Auch hierzu fordern bzw. sichern wir die Transformierbarkeit von f
Dies kiirzen wir ab als Transformationspaar f o—e f bzw. f e—o f.

4

Periodische Funktionen f: R — C stellen wir als Fourier—Reihe dar,
also eine diskrete Uberlagerung von harmonischen Schwingungen.
Hier hingegen stellen wir f dar als ein Fourier-Integral, also eine
kontinuierliche Uberlagerung harmonischer Schwingungen GG
Somit ist f die Dichtefunktion der in f enthaltenen Harmonischen.

In der Signalverarbeitung zerlegt die Fourier—Transformation das Signal
f in sein Spektrum f Man nennt dann x meist die Zeitvariable und
f(x) die Funktion im Zeitbereich. Als Gegenstlck hierzu heiB3t ¢ die
Frequenzvariable und die Transformierte f(g) Spektralfunktion.

In (quanten-)physikalischen Anwendungen betrachtet man z als Ort
und ¢ als Impuls. Dies sind konjugierte Variablen in der klassischen,
hamiltonschen Mechanik (s. P2F). In der Quantenmechanik Gbersetzt
dann die Fourier—Transformation zwischen Orts- und Impulsdarstellung.

Hin- und Ricktransformation sind konjugiert gemaB .7 ~1(f) = Z(f).

/\ Verschiedene Autoren verwenden hier verschiedene Konventionen.
Der obige Faktor 1/v/2 fiihrt zu einer symmetrischen Umkehrformel.
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Fourier—Transformation und Cauchy—Hauptwert
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Linearitat der Fourier—Transformation

Wir setzen stillschweigend voraus, dass f:R — C auf jedem endlichen
Intervall [—r, r] integrierbar ist. Bei Polstellen, etwa f(z) = ¢/“®/(x — )
in z = s, betrachten wir das uneigentliche Integral lim. o [*“+ [7, .

Als Integral Uber R vereinbaren wir hier den Cauchy—Hauptwert

lim

/ efifzf(z) dz = 4

Dieses Integral existiert, wenn f auf ganz R absolut integrierbar ist,
also [,|f(z)|dz < oo erfiillt, aber auch noch in weiteren Féllen.

Als Beispiel betrachten wir unten die Spaltfunktion si: R — R mit

() = {sin(m)/w flr z # 0,

IR fir z = 0.

e % f(z) da

Diese ist tiber R nicht absolut integrierbar, [;]si(x)|dz = oo.
Glicklicherweise existiert noch der obige Cauchy—Hauptwert
analog zur Summierbarkeit der Leibniz—Reihe 352, (1)1 /k.

© Aus der Linearitat des Integrals folgt unmittelbar:

Satz K1B: Linearitat
Die Fourier—Transformation ist linear:

[ Flaf+bgl =aF()) +.5() |

fur alle #—transformierbaren Funktionen f,g:R — C und a,b € C.

[JoeT o e5 = afrlgoeaieiq |

Nachrechnen: Dank Linearitat des Integrals gilt:

#0006 = = [ " e fa f(a) + bg(z)] da

_ a *© —ilx / —151
= e )do + ——
V2 /790 f(@)de

=af()+bg(¢)



http://youtu.be/spUNpyF58BY
http://youtu.be/EmKQsSDlaa4
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion

Aufgabe: Wir betrachten ein reelles Intervall [a,b] = [c — 7, ¢+ 7].
(1) Fourier-transformieren Sie die Rechteckfunktion f(z) = Iy, ().
(2) Berechnen Sie aus der Transformierten f die Riicktransformierte.

Lésung: (1) Im Punkt £ = 0 ist die Rechnung besonders leicht:

~ 2
dz =

1 1
0) & 7/ = —/ 1dz
f(0) o ] o7 -
Far ¢ # 0 rechnen wir geduldig und finden die Spaltfunktion [B149]

iy Def 7151 d Def 71§z HDI 1 —iew
f(g)_\/g/ fe "‘_\ﬁ” "‘E\/ﬁ[qg]m
—ifc Liér _ —iér X
2e et .e = \/? e sin(er) /e
s .g 21 ™ S [ I ——

Verschiebung ~ Spaltfunktion

© Insbesondere ist fstetig, auch im Punkt ¢ = 0: Entwickeln Sie hierzu
sin(¢r) als Potenzreihe um ¢ = 0, nutzen die Regel von LHospital oder
direkt die Ableitung sin(&r) /€ = (sin(&r) — sin(0r)) /(€ — 0) — rcos(0).

Diest Fourier_Transformidrte ist'unser erstes Beispiel, ind aus
mathematischer Sicht konnen wir hieran bereits sehr viel lernen.
Auch physikalisch gesehen spielt sie eine recht wichtige Rolle:
Die Beugung (von Schall, Licht, Quanten, allgemein Wellen) an
einem Einzelspalt erzeugt genau dieses Interferenzmuster (in der
Messung meist als Betragsquadrat). Je schmaler der Spalt, desto
breiter das Beugungsbild! Diese Entdeckung ist theoretisch und
praktisch wichtig: So konnen Sie mikroskopisch kleine Lingen
messen, oder umgekehrt die Wellenlédnge des Lichts bestimmen.
Die medizinische Bildgebung (CT/MRT) nutzt diese Techniken,
numerisch optimiert und freundlich verpackt, d.h. wegversteckt.

/\ () =T (@) =T (/1)

| — L

2

Q=

AR
~
as}

7 sin(1

© Wir sehen hier die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.
Beugung am Einzelspalt erzeugt dieses Interferenzmuster (quadriert).
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Beispiel: Rechteckfunktion o—e Spaltfunktion Beispiel Beispiel
Dieses ‘Phiinohleh der B§u‘guﬁg ist eine univefselle Eigéns&ha‘ft (2) Die Fourier-Transformierte von f = I[a W ist
von Wellen. Es widerspricht unserer Erfahrung, speziell unserer ) e
naiven Vorstellung der Strahlenoptik, und ist deshalb zunzchst -~ 1 e ia _ gith
unanschaulich, gar paradox! Es ist jedoch allgegenwiirtig und / (5 ) = \/7 T
fundamental fiir die Physik, insbesondere die Quantenphysik. . . . 4 . . . .
Sie konnen es als Haushaltsexperiment selbst ausprobieren: Es Erinnerung an Seite F425: Mit dem Residuenkalkil bestimmen wir
geniigt ein Laserpointer und ein Schnitt in einem Stiick Papier. 1 [ giéu eluz
Nicht nur im Labor, auch zum Feste im Kreise Ihrer Lieben. . . i d¢ e sign(u) res < . ) = sign(u).
F4K =0
| Dénngs (l}ab‘or l:m\‘;vickel{e Jies‘e IAee ‘kollsel;ue‘m l}veiker ‘zunl N e & : N
Holographie und erhielt dafiir 1971 den Physik-Nobelpreis. Zu f berechnen wir damit die inverse Fourier-Transformation:
[ L] R " . e—ifa _ o—itb ”
L elée Jef i ilx
() = Tty (7) = MLy (/5) R E = [ Reeag o [T e
A AN (\ AWWNIN o giEa) I LR L
d V\I V M = - 5= d§¢ = (1 furzela,bf,
~ . 2mi ) & 2mi ) € 1 m
F(&)]= v/2/msin(5¢) /¢ 5 furz e {a,b}.
- ()-(H=0 - F-(H=1 - j-4=0
© Wir sehen hier die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist f breit. 2 2 2 2 2 2 >
Anwendung: So kdnnen Sie mikroskopisch kleine Strukturen messen. © Wir erhalten die urspriingliche Funktion £, aber sprungnormiert!
Fourier—Transformation der Exponentialverteilung saspel| | FOUrier—Transformation der Exponentialverteilung Belopi
1 — f(z)fira=1 Aufgabe: Berechnen Sie die Riicktransformation.
Lésung: Wir nutzen den Residuenkalkdl, hier erneut Satz F4k:
L]
) oo 1 o] ei{a:
Def ,gzd Def L d
. ) f(a) —% / O R
—2 -1 0 1 2 3 4 Lin elée e % firz >0 (Residuum in ¢ = ia),
Aufgabe: Sei a > 0. Berechnen Sie folgende Fourier—Transformation: T oom 0 & — ) farz < 0 (keine Sing. in Cyy<o)-
0 fir z <0 R 1 1 Den Fall z = 0 missen wir separat weiterrechnen:
e flirz>0)=f(z) o—e f[f({)=—= -
V2 a+1i€ pet 1 © 1 per 1 ® €4ia .
irz = 0) = — = — ——— d¢ (gerader Anteil
1/2 firz=0 1(0) i) Eia i) Era ¢ (9 )
Lésung: Wir setzen die Definition ein und rechnen es aus: w1l [ a o 1 o0 1
N o o = 2—/ a5 d = o [arctan(m/n,)] =3
G e O L T £ ta ™ =
- =0 © Wir erhalten genau die Exponentialverteilung der vorigen Aufgabe!
Exp /oo o (@HOT g [_ ef(””’c)z]w _ 1 Insbesondere gilt: In z = 0 ist die Riicktransformierte sprungnormiert.
=0 Bl a+i§ le=0 a+i§ Zur Bequemlichkeit haben wir deshalb auch f gleich so eingerichtet.
Fourier—Transformation der Cauchy—Verteilung saspal| | Fourier—Transformation der Cauchy—Verteilung Belepe

Aufgabe: Sei a > 0. Fourier—transformieren Sie g(z) = ¢~/
Lésung: Direkt ausrechnen. .. oder besser gleich Linearitat nutzen:

e flirz >0

-~ 1 1
0 firz<0yp = f(z) o—e f(£)=———
12 fire=0 Vam it
= g(z) = f(z) + f(~z) o—e F(&) + I

1 1
:E<a+i§+a—i§>
-~ 1 2a _\/5 a
7\/?'12'*‘527 ;a2+§2

© Dig Rucktransformation gelingt ebenso: Wir haben oben bereits
Z~Y(f) = f ausgerechnet. Daraus folgt .#~(g) = g dank Linearitét.
© Dies folgt ebenso aus jedem der beiden folgenden Umkehrsétze,
da die Funktion f und ihre Transformierte f alle Bedingungen erflillen.

© Wir sehen erneut die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.

— V2/7 - a/(a® + 2?) 1/(a® +2?)
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Eigenschaften der Fourier—Transformierten

© Unsere Beispiele illustrieren folgende allgemeine Regel:

Satz K1c: Eigenschaften der Fourier—Transformierten
Ist f: R — C absolut integrierbar, also [;|f(x)|dz < oo, dann gilt:

(1) Die Fourier—Transformierte F:R - Cist stetig und beschrankt:

|£(9)] \ﬁ/lf )|dz furalle £ e R

(2) Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann—Lebesgue—Lemma):

‘ 17©)] —0 far |g - oo ‘

(3) Zudem gilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung):

/:;I.f(x)lzdfv = /:lf(f)}zdé

Die Fourier—Transformierte haben wir oben sehr allgemein definiert:
Fir das Integral fordern wir nur die Existenz des Cauchy—Hauptwerts.
Das hat den Vorteil, auf mdglichst viele Funktionen anwendbar zu sein;
genau das nutzen wir bereits in unseren ersten Beispielrechnungen.

Gute Eigenschaften hat die .#—Transformation aber erst fiir absolut
integrierbare Funktionen, f € L*(R,C), also solche mit [,|f(z)|dz < cc.
Das ist eine Einschrankung, garantiert uns aber starke Folgerungen.
Meist werden wir uns also auf diesen besonders gutartigen Fall stiitzen.

Im Satz ist die absolute Integrierbarkeit von f wesentlich, andernfalls
kann die Transformierte f auch unstetig sein, wie in obigen Beispielen:
Die Spaltfunktion f(¢) = \/2/7 sin(€)/€ ist nicht absolut integrierbar,
f e L2~ L%, und tatsachlich ist die (Riick)Transformierte nicht stetig.

(3) Die Plancherel-Gleichung erweitert die Fourier—Isometrie J1A.
Sie besagt: Genau dann ist f quadrat-integrierbar, wenn f dies ist,
und die Integrale Giber | f| und |f|? sind gleich (Energiegleichung).
Wir zeigen dies etwas spater gegen Ende des Kapitels (Satz K3A).
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Beweis der Stetigkeit der Transformierten
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Beweis des Riemann—Lebesgue-Lemmas

(1) Sei f absolut integrierbar. Die Beschranktheit von fist dann klar:

7 <L [l | 1) de

Zur gleichmaBigen Stetigkeit von f({) betrachten wir

%/ [e’i(&")’ - e*igz]f(x) dz

21 JR

71§zf

|f€+m - F©)l =

(2) Die Transformierte von f(z) = Ij, (=) verschwindet im Unendlichen:
-~ 1 b . i eléd _ pika
= e gy = -
F&) =7 A by~
Dank Linearitét gilt dies somit flr alle Treppenfunktionen. Jede absolut

integrierbare Funktion f:R — C kdnnen wir durch Treppenfunktionen
approximieren: Zu ¢ > 0 existiert eine Treppenfunktion ¢g: R — C mit

I = ol = [ 5@

— 0 flr|¢] — o0

- g(l)‘ dx <e.

<= [ e 1] |r(@)] a. A
2 JRL— 1 m——— ! Damit liegen auch die Transformierten f und § nahe beeinander:

In jedem Punkt 2 € R gilt e "% — 1 fir n — 0, demnach also g, (z) — 0. }f(ﬁ) -3(6)| = 1 / e[ f(x) — ] da /|f z)|dz <e
Zudem ist g, : R — R beschrankt durch die integrierbare Funktion 2|f. V2r Jr
Dank majorisierter Konvergenz vertauschen Integral und Limes: Aus |F(€)] < [§(€)] + e und [§(£)| — 0 erhalten wir

o / gy() da = / lim g, («) dz = / 0dz =0 lim sup| /(&)] < limsup|g(€)] +¢ =e.

0= R R [§| =00 [§| =00
Somit gilt }f (&+n)— f(ﬁ)\ — 0, also f(§ +n) — f(&) firn — 0. Da dies fir alle € > 0 gilt, folgern wir lim supm_,x|f(§)| =0.
Der Umkehrsatz im Spezialfall L! o—e L* asomng| | Der Umkehrsatz im Spezialfall L! o—e L pusiihrung

Satz K1D: Umkehrsatz im Spezialfall L' o—e L!
Sei f:R — C absolut integrierbar mit Fourier—Transformierter

7 1 *© —ilx
f(f)zﬁlwe 3 f(z)dz.

Dann ist die Funktion f stetig. Ist umgekehrt auch #:R — C absolut
integrierbar und f stetig, so gilt in jedem Punkt = € R die Umkehrformel

IR S Ao
f@) = o= / "~ Floea

/\ Der Satz fordert die strenge Voraussetzung, dass £, f € L 0 C? gil,
also beide Funktionen sowohl stetig als auch absolut integrierbar sind.
Als Gegenleistung garantiert er die Umkehrformel in jedem Punkt!

© Die Cauchy—Verteilung erflllt Voraussetzung und Folgerung.
@ Fur die Spaltfunktion giltnur fe L'~ C%und f € CO L.

Wir sprechen von Fourier—-Analyse und Fourier-Synthese:
@ Die Analyse .7 : f — fzerlegt das Signal f in sein Spektrum 7.
@ Die Synthese ! fH f integriert das Spektrum fzum Signal f.

Dies ist analog zu Fourier—Reihen, dort mit diskretem Spektrum.
Fir die Ausdehnung .#,.#1: L2(R,C) — L%(R,C) siehe Seite K301.

Beispiel: Die Umkehrformel fir Glogkenkurven kdnnen wir explizit
nachrechnen [K128]. Hier sind f und f stetig und absolut integrierbar.

Beweisidee: Der Satz gilt fir Glockenkurven [Ki128], also auch fiir ihre
Linearkombination [K108. Jede absolut integrierbare Funktion [asst sich
so approximieren. Durch Grenziibergang gilt er dann fir alle f, ferl

Bemerkung: Dieser Umkehrsatz ist ein wichtiger erster Schritt. In vielen
Anwendungen jedoch ist f nicht stetig oder  nicht absolut integrierbar.
Wir méchten daher ein Kriterium, das auch Sprungstellen behandelt.
Der néchste Satz liefert diese praktische und bequeme Erweiterung.
Wir finden wieder die Sprungnormierung wie bei Fourier—Reihen.

Der Umkehrsatz flr sprungnormierte Funktionen o
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Der Umkehrsatz flr sprungnormierte Funktionen

Satz K1E: Umkehrformel flir sprungnormierte Funktionen
Sei f:R — C absolut integrierbar mit Fourier—Transformierter

fle) = —— ocefifz ) dz
fo=—= [ e i@a

Zudem sei f stlickweise stetig differenzierbar und sprungnormiert,

oy = LR L 102)

Dann gilt fir jeden Punkt z € R die Umkehrformel

fl@) = ) ei¢” de.

7727_/:?(5

Fiir solche Funktionen ist die Transformation f o—e 7 also umkehrbar.

© Einfachster Fall: Ist f stetig in z, so ist f(z) = f(x%) sprungnormiert.

© Dies haben wir in unseren Beispielen beobachtet, etwa K107:
Die Umkehrformel gilt fur Indikatorfunktionen f = I, 5 mita < bin R:
Hier kénnen wir beide .#—Transformationen explizit nachrechnen!

© Dank Linearitat gilt der Satz somit fiir alle Treppenfunktionen.
Beweis: Eine Rechnung fiir den allgemeinen Fall finden Sie bei
Meyberg—Vachenauer, Héhere Mathematik 2, §11.6, Satz 6.3.

Wir werden den Satz hier durch weitere Rechenbeispiele illustrieren.
Das ersetzt nicht den Beweis, trainiert aber unsere Rechentechniken.

Bemerkung: Der Satz entspricht dem Dirichlet—Kriterium I2A fur
Fourier—Reihen: Ist f: R — C periodisch, stiickweise stetig diff'bar
und sprungnormiert, so gilt fir die Fourier—Koeffizienten f:Z — C:

oo /2
_ ’-\k Jkawt /‘\k, :l
3 e o—e ) T/t;m

Wir schreiben . f(t) = ...“ und nicht blo3 ,,f(t) ~ ...“ denn die Reihe
konvergiert in jedem Punkt ¢ und hat als Grenzwert tatsachlich f(¢).

ek £ () dt.
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Die Standard-Normalverteilung

K124
Erinnerung

Wiederholung: das GauBsche Integral

Wir erinnern an die Dichte der Standard-Normalverteilung

| 2 1 [0 1 3 7]

© Wahrscheinlichkeitsdichte: ¢ > 0 und [; p(z) dz =1
© Hier gilt Schwerpunkt = Mittelwert = Jgzo(x)dz =0,
© Tragheitsmoment = Varianz = [, (z — p1)%p(z) da = 1.

Sie spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine zentrale Rolle.
Auch fur die Fourier—Transformation ist sie ein zentrales Beispiel.

Wiederholung: Berechnen Sie das GaufB3sche Integral

/eft2/2 dt = V2.
R

Lésung: Wir nutzen Fubini und Transformation in Polarkoordinaten:

2
</ o172 dt> = </ em7"/2 dx> . </ e v/2 dy>
R R JR

= / o2/, </ e V2 dy> ds 2 / /63_”1”2/2 SeV/2 dydz

R Jr JrJR
p / / —@HD)/2 4y e / @2 (g )

Jr JR RxR
Polar

B 2/2 o] 27 B 2/2
/ e 7 Zpd(p, ) / / e " pdpdp
R>0x[0,27] p=0Jp=0

2 /OO pef”z/2 dp Z *
p=0

27{767”2/2]’):0 = 27
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Fourier—Transformation der Normalverteilung
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Fourier—Transformation der Normalverteilung

Satz K1F: Fouriertransformierte der Standard-Normalverteilung J

Fur die Normalverteilung gilt ¢ o—s ¢, also e=2"/2 o—e ¢=5°/2,

© Die Fourier-Transformierte der Standard-Normalverteilung ¢ ist. . .
sie selbst, also ¢ = ¢! Auch die Ricktransformation von ¢ ergibt .
Dies gelingt mit Cauchy—Integralsatz oder Ableitung [D415].

Aufgabe: (1) Berechnen Sie den Wert $(0) = 1/v/27 sowie
(2) @'(&) = —€ p(€) durch Ableitung unter dem Integral.
(3) Berechnen Sie hieraus die Funktion 3(¢) = e=€7/2/y/2r.

Losung: (1) Die Fourier—Transformierte ist definiert durch

sy L [T e e = L
B0 = o= [ o= o

Den Wert fur £ = 0 kennen wir dank des Gauf3schen Integrals:

200 == [ slwde= =

0o X 5
e 18T =7 /2 4y

T=—00

(2) Wir berechnen @’ durch Differenzieren unter dem Integral:

~ — Li = —i¢x —22%/2 — i = g —igw o =2%/2
¥ (&) - o df | z:—ooe € do = 2m Jr=—00 86 [e ¢ } &
- x (—iz)e i€ e /2 g (... partielle Integration...)
T Je=—cc
_1 [i e i€ e‘zz/Qrc L geoTite e 2y = —£2(§)
27-r| z—=—00 2m ‘

T=—00

=0
(8) Demnach geniigt ¢ der Differentialgleichung &'(£) = —£ 3(¢).
Wir trennen die Variablen geman ¢'(£)/#(¢) = —¢
und integrieren zu In 3(¢) — In $(0) = —£2/2.
Wir erhalten so die Losung 3(¢) = 5(0) e=5*/2,
Mit 3(0) = 1/v/2r folgt 3(€) = (1/v/27) e /2.
© Diese Rechnung gelingt dank unserer Integrationswerkzeuge!

Mit Satz K2A wird diese Rechnung ein eleganter Vierzeiler.
Wir rechnen es nochmal alternativ mit dem Cauchy—Integralsatz.
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Aufgabe: Vergleichen Sie [ e~ (==#)°/20" 4z mit [ e~ (@=mti9)?/20% 4y
dank des Cauchy—Integralsatzes und zeigen Sie Gleichheit fur » — oo.

‘ 7/1,His ‘ Im ‘7,u+'r+is
B R «

i

Losung: Dies sind Wegintegrale der holomorphen Funktion e==/20%;

0 / e_22/202 ds — /"’ e_(a)—p,>2/2(72 do — /'7' e_(Jr—}L+iS)2/2”2 da
OR Jrx=—r Jrx=—r

Jr/c’zz/%2 dz+/o’z2/2"2 dz
« B

©0 2 2 o0 1e)2 2
—>/ e (@—n)?/20 dx—/ e~ (@—ptis)?/20% 4,
T=—00 T=—00

— I 77’+i$‘ ‘

Re

SHET ] B

© Die Wegintegrale langs « und j verschwinden fiir r — oo,
denn |, e=2/20" dz| < fa|e’z2/2"2| -|dal < se~Relis—ptn)?/20% _y

Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Normalverteilung

f@)=5o(TE) o PO =M ptor).

a g

Lésung: Wir setzen die Definition ein und rechnen es aus:

oo 1 /Oo —itx
= — e z)dz
fo = [ e
Def QL ' e—iﬁx e—(.’)c—,u)z/2(r2 dx
o J_oo
aE 1

oo 5 5 5
Cf(zfu,+h72§)z/202
1]

e HE=0E?/2 g
210 J_ ot !

quadratische Erganzung Rest ohne =

in 1 —iuE—o2¢2/2 1 /DO —(z—p+ic?€)? /202
= e . e dx
—o0

21 oV 2w
S T Jr g .
Res 27re ipg—o?6?/2 e még;(gé)

© Die Rucktransformierte .#~1(f) = f berechnen Sie ebenso leicht.
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© Der Flacheninhalt [, ap(az) dz = 1 bleibt unveréndert.
© Wir sehen die Unscharferelation: Ist f schmal, so ist fbreit.

— () =e/2/2n — olz) =2/ \or
—Jil‘)zw(?ﬂﬁ — (=) =30(3)
— f@) =¢(3) 71 \ — fla) = p(22)
el e s 2 1 1 / z 45 T e L 1 2 3 1 @
— ola)y=e"12/or — ola) =2 or
— flz) = 3¢(3x — f@) = §(5)
— J(@) = ¢(3) — f2) = ¢(30)
e Ed ean e e e SHEENn:S oSARuSSRHSEEHY 7
B CEEEEy NN Ea e A e J5 [THATH3 T HZ [ o 5w

© Der Flacheninhalt [, ap(az) dz = 1 bleibt unveréndert.
© Wir sehen die Unscharferelation: Ist f breit, so ist fschmal.




Grundlegende Rechenregeln e Streckung und Verschiebung: Nachrechnen pusiihrng

Fur die Transformation f(z) o—e f(&) = ﬁ Jpe T f() da gilt:

Konjugation:
af(x) o—e af(©), (@) + (@) o—e f(€) +3(©), .
\/7 / 151 ) T = \/7/ el{tf
f(=z) o—e f(=¢) fz) o—e f(=¢)
1 ¢ 1 Streckung: Substitution mit y = ax fir a # 0 liefert
. z N
flaz)o—s —F(2), —f(2) o—e Flat),
\a| a |a| a / ﬂfzf (“) dz = / 71£y/af ) )
ia iax o |(J‘
f(x — a) o—e e f(g), f(a) o—e fl€ ~ a), _ o _
Ortsverschlebung: Substitution mit y = = — a liefert
A o~ ~
Oz f(x)o—ei z f(x) o—»i0, , L
f( ) K2A E (f) f( ) K2a ¢ f(E) / _lng CU — (l) xr = ! / e—lf(y-%—a)f(y) dy
R N \/27r V2T J -0
* o—e /27 : , x x —(f*g ;
(f+9)(@) 0, 18)-560),  1@) dw)og, Var (7 =5)&) Phasenverschiebung: Multiplikation mit ¢! ligfert
/\ Die letzten vier erfordern L'-Voraussetzungen, siehe K2A und K2B. 1 e 1 o .
-~ —/ e 6% el f (1) dz = —/ e D7 £ (1) da.
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von f. Vor J_o Vor )
© Schnelles Abklingen der Funktion f entspricht Glattheit von .
Streckung und Verschiebung: Anwendungsbeispiel asumng| | Streckung und Verschiebung: Anwendungsbeispiel pusohrong
Aufgabe: Wir wissen bereits Aufgabe: Wir wissen bereits
~ 2 Sin(é‘) 1 —22/2 1 —£2/2
f(l’):I[—l,l](l“) Oo—e f(f):\/; 3 . me o—e \/ﬁe .
Was erhalten Sie bei Streckung um « > 0 und Verschiebung um ¢ € R? Was erhalten Sie bei Streckung um o > 0 und Verschiebung um p € R?
Lésung: Bei Streckung um a > 0 gilt Lésung: Bei Streckung um ¢ > 0 gilt
) ~ 2 sin(a& 1 z 1 _ 1 —02¢2/2
f@fa) =T_yq(x) o—e af(af)= ﬁ é ) (ﬁ(a) =t o wle) = e
Bei Verschiebung um c € R gilt Bei Verschiebung um p € R gilt
1 (z—p 1 _@=w? s 1 e o2e2
_iee Sin a£ il — p o—e ipg — ing—o2€%/2.
I[—a.a](m - (:) = I[c ac+a o—e \/7 Juinant Jga( o ) ov2r e 2 € 99(0'5) /—271_ €
© Dies kénnen Sie wie oben auch direkt nachrechnen: W|ederholung! © Dies kénnen Sie wie oben auch direkt nachrechnen: Wiederholung!
Wir sehen erneut die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist f breit. Wir sehen erneut die Unschérferelation: Ist f schmal, so ist f breit.
Die Ortsverschiebung in z entspricht der Phasenverschiebung in ¢. Die Ortsverschiebung in z entspricht der Phasenverschiebung in ¢.
Ableitung und Multiplikation ““*!1 Ableitung und Multiplikation e
Satz K2A: Ableitung und Multiplikation Nachrechnen: (1) Far f' = 0, f erhalten wir dank partieller Integration
Sei f :R — C absolut integrierbar mit #—Transformierter f =0 f ?’\( = / —1{:1 )dl‘ Das schreit nach partieller Integration!
(1) Ist f absolut stetig und 9, f Uber R absolut integrierbar, so gilt ) v Vor -
— 520 —iéx _ s —ix d Deb s Iy .
‘ Ouf(z) o—eis f(€). ‘ o om [e f(x)] - o /_OO( i) e ™™ f(x)dz = i€ f(€)
N . . f(z) = 0firz — +oo
(2) Ist = f(z) Uber R absolut integrierbar, so ist f stetig diff’bar und Fir s, > o gilt [£(s) — 7(8)] = |[* () du] < [ ()] du < [*|f"(u)| du. Fibr & — oo
o geht Letzteres gegen 0, somit erfiillt f(z) die Cauchy-Bedingung und besitzt einen Grenzwert.
‘ & f(‘r) o—e 185 f(f) ‘ Ebenso fiir  — —oo. Beide Grenzwerte sind Null, andernfalls wire f nicht absolut integrierbar.
Die .#—Transformation f o—s 7 verwandelt die Ableitung 8, in (2) Dank [ |z f(z)| dz < oo dirfen wir 9¢ unters Integral ziehen:
die Multiplikation mit i§, und Multiplikation mit = in die Ableitung i0. — Y T S i itw
Diese Formeln kénnen wir mehrfach anwenden auf ;' f(x) und 2" f(x). zf(@)() = \/g/ ez f(z)dz \ﬁ/ i0g ™" f(z) dx
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklmgen von f. e f L
Ist 97 f(z) stetig und absolut integrierbar, so folgt £” f(¢) — 0. ﬁ 23 \ﬁ/ (2) dz = 19 f(¢)
@ Schnelles Abklmgen der Funktion j entsprlcht Glattheit von f © Alles gelingt dank unserer starken Werkzeuge. A\ Die technischen Vorkehrungen sind
Ist 2™ f (z) absolut integrierbar, so ist f( ) n-mal stetig differenzierbar. wirklich nétig, sonst verwickelt sich die Rechnung in verheerende Widerspriiche.
Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung Belepe Ableitung und Multiplikation: Normalverteilung e
Beispiel: Wir betrachten erneut die Standard-Normalverteilung: Aufgabe: Zu f(z) = e~**/2 kennen wir bereits f(f) =e 82,
1 ; (5) Fourier—transformieren Sie g(z) = ze~*"/2 und h(z) = 22e~""/2.
a o _ —z°/2
piR=R:zepa) = Nor / Bemerkung: Wir konnen die Fourier—Integrale direkt ausrechnen. ..
@ Das ist allerdings mithsam. Versuchen Sie es einmal als Ubung!
Die oben durchgefiihrten Rechnungen fiir = ¢ waren lehrreich, aber © Esist viel leichter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:

eher mihsam. Die folgende Aufgabe macht es uns wesentlich leichter: Lésung: (5a) Wir nutzen die Multiplikationsregel aus Satz K2A:

Aufgabe: Rechnen Sie folgende Schritte nach und begriinden Sie:

f@)y=e" o—e flo) =S

(1) Die Funktion ¢ erfillt die Differentialgleichung 9, ¢ (z) + = ¢(x) = 0. RS Ty

(@) . (2 g(x) =a f(xr) o—e 0 f(&) =—iCe /2
(2) Die #—Transformierte erfillt somit ebenfalls £ (&) + 9 $(€) = 0. X DR 2y e/
(3) Wir trennen die Variablen gemaB #'(¢)/3(¢) = —¢, integrieren zu h(z) = 2° f() (197 f(&) = (1 =€) e
In 3(€) — In3(0) = —£2/2 und erhalten die Losung 3(¢) = 3(0) e €/2, (6b) Alternativ nutzen wir die Ableitungsregel aus Satz K2A:
(4) Mit dem Anfangswert 3(0) = 1/v/2x folgt 3(¢) = (1/v/2r) e=$°/2. f(z) = e 2"/ o—e f(6) = &2
Lésung: Die ausfuhrliche Aufgabenstellung enthalt bereits die Antwort: g(x) = -8, f(z) o—e —ig f(£) = —ite &2
Wir Uberprifen (1) durch Ableiten, damit folgt (2) mihelos aus Satz K2A. N a2 e N O S 9 —£2/2
(3) Diese Differentialgleichung haben wir bereits auf Seite K126 geldst. hzx) =0, f(z) + f(x) o—e (&) fE)+f(E)=(1—-&)e

(4) Den Wert 3(0) = 1/v/27 haben wir oben auf Seite K124 berechnet. Ubung: Sind die L'-Voraussetzungen von Satz K2 hier erfilllt?
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Faltung und Produkt

Erlauterung
Satz K28: Faltung und Produkt Nachrechnen: (1) Dank Fubini und Substitution = = s + ¢ gilt:
i : i i i i ~ Def 1 oiés .~
(0)Sind f,g:R — C absolut integrierbar, so auch ihre Faltung o) g6 = — i€ £ () ds - / i€t g (1) dt
:[wf(m—f t)dt = / f(s) glx — s)d: Lin / / e £(5) g(t) dsdt
€R JseR
(1) Unter Fourier—Transformation wird sie zum punktweisen Produkt: Subs / / i f(g — 1) g(t) da dt
—~ eR zE]R
) O—e /27 - Nl ‘ Fub
| (fg)(w) o—e VEm - F©) -3(6) . / [ et
(2) Umgekehrt wird das punktweise Produkt zur Faltung: vl Jiek .
; o o e itw. { flx —t)g(t)dt|dx
. T~ T Jze L
f(x) - g(z) o—e —=(f x7)(¢) ' ek
Ve 2 L e o 2T
2r zeR m
A\ Den Faktor /27 empfinde ich hier als stdrend, aber er folgt aus unserer in Definition K1A .
festgelegten Normierung. Andere Konventionen sind hier bequemer, dafiir andernorts lastiger. (2) Die umgekehrte Formel ;eigen Sie wortlich genauso: Ubung!
Aufgabe: Rechnen Sie diese beiden Transformationsregeln nach! Zur Faltung setzen wir nun f und g als absolut integrierbar voraus.
Faltung von Rechteck zu Dreieck Beispil Faltung von Rechteck zu Dreieck Belepa
I Aufgabe: Zu g = I|_, ,) bestimme man 2 = g x g und h sowie
— g= :
1 (NN = < sin(£a)?
e
Lésung: Hier ist g = I|_, ) die Rechteckfunktion mit Breite 2a.
0 Die Faltung h = g * g ist dann die Dreieckfunktion mit Breite 4a:
-3 oo a
9 (g * g)(-L> = / I[—aA,a] (-L - t) ' I[—a,a] (t) dt = / I[z—a,z+a] (t) di
2a — |z| fir|z| < 2a,
= vol c—a,xr +alN|—a, = .
vol([e = a,z +al N[-a,a]) {o fiir || > 2a.
! Die .#—Transformierte der Faltung h = g * g ist das Produkt
~ 2 2
() = Vamg(e)? = var 2 Snlsa” _ 2\ﬁ sin(ga)”.
0 ™ 13 ™ 3
Dank Umkehrformel K1E von h zu h im Punkt z = 0 gilt
© Faltung glittet! Hier ist g unstetig, hingegen h = g * g stetig, g * g * g sogar stetig 1 0o 9 oo sin(&a)z
differenzierbar, etc. Dies entspricht dem schnellen Abklmgen der Z-Transformierten: 2a = h(O) = 7/ h({) dé = 7/ dé€.
g geht gegen Null wie 1/¢, hingegen h =g wie 1/€2, dann §® sogar wie 1/£2, etc. V2T J o T J—00 52
Energiegleichung und Fourier—Isometrie o Energiegleichung und Fourier—Isometrie Edtutoning
Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den Vektorraum Aufgabe: Beweisen Sie den Satz fir f o—e f, go—e gmit f,§ < L.
L*=L*R,C):={fR=>C| flf(z)]*dz < o0 }. Nachrechnen: Seien f und g absolut integrierbar. Fubini ergibt dann:
Auf diesem definieren wir Skalarprodukt und Norm durch S — e -
) . (1) E [ Tt ds [/ () dy | o
(flo)e = o f@g@) e, [Ifl2 = (| f) = fulf(@)] da. = yer

Satz K3A: Plancherel 1910

Fur die Fourier-Transformation . : f + f gilt allgemein 1 fllz2 = HfHLz.
Speziell fir quadrat-integrierbare Funktionen erhalten wir die Isometrie

| 7 P®0) - PRO), (f19)=(F18), W=7 |

© Physikalisch bedeutet dies Energieerhaltung: Das Energieintegral
[1£(x)|* des Signals ist gleich dem Integral [|f(¢)|? der Energiedichte.

© Fur Fourier—-Reihen gilt entsprechend die Parseval-Gleichung [J110]
| F:2(0,21,€) 5 £@,0), (flg)=(FI9)., II=IfI |

R e f(2) §ly) de dy

Def

() dy = (F13)

/ “ L
ey

Speziell fur f = g erhalten wir die Energiegleichung || f|lz2 = || 2.
Demnach ist f genau dann quadrat-integrierbar, wenn f dies ist.

Fir alle Funktionen f,g € L' N L? ist damit der Satz bewiesen.

Im allgemeinen Fall f € L? wihlen wir eine approximierende Funktionenfolge f, € L' N L?
mit || f — fnl|lz2 — 0 und definieren .7 (f) := lim .% (f,,). Dank Energiegleichung fiir alle f,
liegt das Ergebnis f wieder in L2 und ist von der Wahl der Approximation ( f»)nen unabhingig.
So setzen wir die Fourier—Transformation fort von.# : L2 N L' — L>* N L*>° zu.% : L? — L.
Diese Fortsetzung ist eine Isometrie, das heifit, die Energiegleichung bleibt dabei erhalten.
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Anwendung des Satzes von Plancherel

Aufgabe: Wenden Sie Plancherel (K3A) an auf die Spaltfunktion

O_.\/Esin(ﬁa)
€

Lésung: Die linke Seite der Plancherel-Gleichung ist

- /;\f(g;)\zdg; - /:lldx = 2.

Die rechte Seite der Plancherel-Gleichung ist

~ L "0 o )2
1A = [ ifopas = 2 [0 g

Jooo &

liefert das gesuchte Integral:

00 3 2
und berechnen Sie / sm(éa)

f(z) = I[fa,a]

de.

I£11Z2

Die Gleichung || f]2. = || f]I2.

* sin(¢a)?
.7

© Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus der Hutfunktion.

d¢ = arm

Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel (K3A) den Wert des Integrals

fir a,b>0.

_ / a—bdz
T Jr (@2 + a?) (22 +b2)

Lésung: Wir erkennen und nutzen die Fourier—Transformierte

P) ~
pi = ome (Tt fio

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

= /fa f©de = gé%-ﬁix)dx

Def 7/ —(a+b)|z| dz Sym Tr/oo Cf(a+b)wdx
2 R =0

= {(Li&-lbe (a+b)1]T ' aj—b

© Dasselbe Ergebnis erhalten wir mit dem Residuensatz.

I
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Sei g: R — C quadrat-integrierbar, also [|g||2, = [|g(2)[*dz < cc.
Division f = g/||¢g||.2 durch die Norm normiert unsere Funktion zu

/|f(x)|2dx =1
Jr

Wir interpretieren | f(x)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte auf R (Kapitel V).
Die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert 1.

pim [alf@Pan V)= [@-
Dank Plancherel gilt [,,|f(€)[2d¢ = 1, also ist auch | f(x)|? eine WDichte.
pim [FOPa V= [ (€ -mPIFOR
Nach Verschiebung dirfen wir = 0 und 2 = 0 annehmen.

Die Varianz ist ein bewahrtes Maf3 fir die Breite der WVerteilung.
Diese wollen wir untersuchen und die Unschschérferelation verstehen.

w?|f(@)* dz

Aufgabe: Fiihren Sie dies fir die Glockenkurve g(z) = e=°/27" aus.
Berechnen Sie die Varianzen V() und V(f) sowie V(f) - V(f).

Lésung: Wir normieren g und transformieren:

fa) = —;ﬁ I o oy e,

Das Absolutquadrat definiert jeweils eine Wahrscheinlichkeitsdichte:
2 1 . ez 9 -
/()] A LFI" = 77 ©
[if@Paz =1, JGIES
h
[elsias=o. GRS
JR
2 1
[Plr@pa=5 [ elfora=

© Fur die Varianzen gilt somit V(f) - V(f) = 1/4.

0_‘25‘2
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In unseren Beispielen sehen wir explizit die Unscharferelation:
Ist die Funktion f schmal, so ist ihre Transformierte f breit.
Dies gilt immer und lasst sich sogar quantitativ prézisieren:

Satz K3B: Unscharferelation
Fir jede quadrat-integrierbare Funktion f: R — C gilt

V() =

.

Vi)

Gleichheit gilt genau dann, wenn f und somit feine Glockenkurve ist.

In der Quantenmechanik ist | f(z)|? die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthaltsort eines
Teilchens, und dual hierzu ist |fA(§)\2 die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Impuls. Die obige
Ungleichung ist (bis auf Konstanten) Heisenbergs Unschirferelation. Sie besagt: Ist der Ort
scharf bestimmt, so ist der Impuls unscharf, und umgekehrt. Diese Unschirferelation riihrt nicht
von unvollkommenen Messinstrumenten her, sondern ist prinzipieller Natur. Sie wurde 1927 von
Werner Heisenberg in der von ihm (und anderen) entwickelten Quantenmechanik formuliert.
Wir erkennen sie hier als eine grundsitzliche Eigenschaft der Fourier—Transformation.

Nachrechnen: Aus ?7(5) = iff(f) und Plancherel-Gleichung folgt:

I 2 o o 2 o /zQI.
/R|f.f(£>| dff/R\f ©)| dff/RIf( )[2d

Hierzu sei f absolut stetig und f’ absolut integrierbar.
Aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung erhalten wir:

:/R|1:f(1:)|2dz‘/R|f’(x)‘2dx2 ‘/Rxm F(z) da?

Fir das letzte Integral nutzen wir partielle Integration:

/:zﬁf()dx—[xf( - [ F@

/|f JPde = -1

Hierzu sei |z f(x)|? — 0 fir || — oo. Mit beiden zus&tzlichen Annahmen
gilt die Unscharferelation. Diese Funktionen liegen dicht in L2(R, C).
Per Grenzilbergang gilt die Ungleichung daher fiir alle f € L?(R,C).

\Y

@) +af'(2)f(2) dz
= ZRe/xf(
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Die Quantenmechanik war und ist eine bahnbrechende Entdeckung.
Rasant hat sie im Laufe des 20. Jahrhunderts die Physik revolutioniert.
lhre Anwendungen reichen vom Laser bis zur Kernspinresonanz,

vom Transistor bis zum Computer, von Atomuhr bis Atombombe.

Sie pragt bis heute unsere technikbasierte Gesellschaft.

Fur technisch gebildete Menschen gehdren daher die Grundideen

der Quantenmechanik zur Allgemeinbildung. Zur lllustration fuge ich
deshalb ein paar Bemerkungen zur physikalischen Sichtweise an.
Wer in der Chemie oder der Physik der Quantenmechanik begegnet,
darf sich freuen, dies hier als grob vereinfachte Skizze wiederzufinden.

Im Rahmen lhrer Ausbildung mdchte ich erneut betonen: Erfolgreiche
Entwicklung/ Anwendung ist engstens verwoben mit der erfolgreichen
Entwicklung / Anwendung passender mathematischer Werkzeuge.
Das hat sich in allen Bereichen als Erfahrungstatsache erhartet,

und genau deshalb lernen und nutzen Sie Hohere Mathematik.

Wir betrachten den Vektorraum L?(R, C) aller quadrat-integrierbaren
Funktionen ¢ : R — C, also [p|¢(2)|? dz < co, mit Skalarprodukt

(@\H’)Z./R@w(x)dx.

Wie zuvor normieren wir ¢ durch die Bedingung [ ¢ (z)[?dz =1
und interpretieren die Funktion |¢(x)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte.
Der Ortsoperator ist die Multiplikation mit . Bezliglich ¢ gilt dann

() ::<w|w>:~/Rx|w<x>|2dx.

Dies ist der Erwartungswert der WVerteilung |+|2, ihr Schwerpunkt.
Der Impulsoperator ist p = —i%i0d,. Dank Fourier—Isometrie K3A gilt

(0} = (0 | p0) 2 (| hed) = [ me Do ae.

Dies ist der Erwartungswert des Impulses bzgl. der WVerteilung |v$|2.
Im Experiment sind die gemessenen Observablen z und p zuféllig!
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Ort z und Impuls p wirken als Operatoren auf Funktionen ¢: R — C.
Beide Operatoren sind hermitesch bezliglich des Skalarprodukts:

(plap)=(2p|9¥), (p|pyp)=(pp|¥).

Sie haben reelle Eigenwerte und orthogonale Eigenfunktionen.
Ortsoperator = und Impulsoperator p kommutieren jedoch nicht, denn

—ihz dp —ih Oy (z)) = —ihz 0.

Wir schreiben dies kurz als Kommutator [z, p| := 2p — pz = ih.

rpY = aber pzy = —ihy

Wir miissen voraussetzen, dass sowohl ¢ als auch 1 und 9,¢ in L*(R, C) liegen. Um dies zu
iterieren nutzen wir den Schwartz—Raum . = .%(R, C) C L*(R,C) N C*°(R, C): Er besteht
aus allen beliebig diff’baren Funktionen f : R — C mit sup|z™ 9" f| < oo fiir alle m,n € N.
Zum Beispiel erfiillen Glockenkurven f(x) = exp(—(x — p)?/20?) diese Bedingung, ebenso
jede glatte Funktion mit kompaktem Triger. Die Schwartz—Funktionen liegen dicht in L*(R, C).

Damit sind z, p: . — . Operatoren auf .. Gleiches gilt fiir die Transformation .% : . — ..
Fiir Schwarz-Funktionen sind alle Bedingungen erfiillt und alle Rechenregeln besonders einfach.
Zum Beispiel sind Wellenfunktionen ¢'“® Eigenfunktionen von p, denn p ¢® = fiw “®,
Diese liegen leider nicht in L2, wir denken daher an ¢'*® exp(—z?/20?) fiir sehr groBes o.
Solche Dimpfung wird stillschweigend verwendet, damit die nétigen Integrale konvergieren.

Seien A und B zwei hermitesche Operatoren, etwa A = z und B = p.

(A%):= (| A%) = (AY | AY), (B?):=(¢|B*)=(By|By).
Die Cauchy—Schwarz—Ungleichung liefert dann
(Ap | Ay) (By | BY) > [(Ay | BY)|* = = |[(AB)]%.

Wir zerlegen AB = 1{A, B} + 1[A, B] in die Summanden
{A,BY=AB+BA und [4,B]=AB- BA.

Der Antikommutator { 4, B} ist hermitesch, also ({A, B} ) reell,
der Kommutator [A, B] ist antihermitesch, also ( [A, B]) imaginar.

1
|5(14.B}) + (14, B))]
Zusammengefasst erhalten wir die allgemeine Unschérferelation:
(A%)(B%)

Speziell fir > und p wissen wir [z, p] = ik, also (22 ) (p?) > h%/4 > 0.
Das Produkt der beiden Streuungen ist demnach mindestens £/2.

(4B)| S1(14.8))]

1
Z‘<[A7B]>|2
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Eigenschaften der Transformierten Fazit

Die Fourier—-Transformierte von f: R — C ist definiert durch

76 = e f(z)dx fir& e R.

1 ge o]
V2T /:700
Wir fordern hierzu, dass f auf jedem Intervall [—r, ] integrierbar ist.
Unter dem Integral Uiber R verstehen wir hier den Cauchy—Hauptwert

| /_Z e (o) da 1= lim /_ 7 () da

Die Zuordnung % : f — fheiBt Fourier-Transformation.
Die inverse Fourier-Transformation %~ !: f s f ist

lim

f(z) = £)etde firz eR.

e

Dies kirzen wir ab als Fourier-Transformationspaar f o—e 2
Die Fourier—Transformation ist linear, kurz a f + bgo—ea f + 7.

Beispiele: e 7 /2 0 _oo~E/2

el oo /277 a)(a® + €2)
Trr)(@) o— v/2/m sin(ér)/¢

Ist f : R — C absolut integrierbar, also [;|f(x)|dz < oo, dann gilt:
Die Fourier—Transformierte f:R — C ist stetig und beschrankt:

[£(£) /lf ) dz furalle ¢ €R

Sie verschwindet im Unendlichen (Riemann—Lebesgue—Lemma):

| 1f©l >0 fir lg oo |

Zudem gilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung):

K403

Grundlegende Rechenregeln Fasit

IR NGR

Umkehrsétze und Isometrie Fazit

Fur die Transformation f(z) o—e f( mfR e I f(z) da gilt:

af (x) o— af(6), 1(@) + g(@) o— F() +3(6).
f(=2) o= f(=¢), fl@)o—s f(-0),
1 ~/¢& 1 a3 ~
flaa)o—e i (3): ! (5) o Fle)
fz — a)o—e e 0 f(g), () o—e flg — ),
0rf(x) 0 G# i€ F6), 2 f(x) 05210 (©)
(+ @) e VER- O30, f@)-9(w) e —=(F+D)©)

/\ Die letzten vier erfordern L'-Voraussetzungen, siehe K2A und K2B.
© Glattheit der Funktion f entspricht schnellem Abklingen von 7.
© Schnelles Abklingen der Funktion f entspricht Glattheit von f

Sind #, 7: R — C absolut integrierbar und stetig, so gilt punktweise

€) el de = f(x) o—e fl¢ e " f(z)da

v =7l

Die linke Gleichung gilt, ebenso punktweise, wenn f: R — C absolut
integrierbar ist und stiickweise stetig differenzierbar und sprungnormiert.

Die quadrat-integrierbaren Funktionen bilden den C—Vektorraum
LQ:L‘Z(R,(C)::{f R—MC‘/
Die Fourier—Transformation definiert eine Isometrie .#

[@ras= [P wd (719)=(F13

dt<oo}

:L? — L2, also

) fir f,g € L2

Unscharfe ist anschaulich: Ist # schmal, so ist f breit, und umgekehrt.

Quantitativ: Fir alle f € L? gilt die Unscharferelation V(f) - V(f) > 1.
Optimalfall: Gleichheit gilt genau dann, wenn f eine Glockenkurve ist.
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Verstandnisfragen

Aufgabe: Die Transformationen .# und .# ! sind zueinander invers;
kleine Unebenheiten sind leider unvermeidbar, die sollten Sie kennen:

(1) Integrale: Nennen Sie absolut integrierbare Funktionen f:R — C
mit Fourier—Transformierter f, deren Riicktransformation nicht in jedem
Punkt 2 € R gegen den urspriinglichen Funktionswert f(z) konvergiert.

Unter welchen Voraussetzungen gilt’s in jedem Punkt z € R?

(2) Reihen: Nennen Sie 2r—periodische und absolut integrierbare
Funktionen f:R — C, deren Fourier-Reihe f(z) ~ 332 cjef®
nicht in jedem Punkt = € R gegen den Funktionswert f(z) konvergiert.

Unter welchen Voraussetzungen gilt’s in jedem Punkt = € R?

Loésung: Rechteckfunktionen T4, sind unvermeidliche Kandidaten:
Hin- und Rucktransformation liefert die sprungnormierte Funktion.
Allgemein kénnen wir jede Funktion f in einem Punkt 2 € R beliebig
abandern, Integral und Fourier—Transformierte andern sich dadurch
nicht, aber die Konvergenz in diesem Punkt gegen f(x) geht verloren.
(Das gilt allgemeiner fur alle = € N in einer Nullmenge, vol; (N) = 0.)

Aufgabe: Wie verhalten sich die Transformationen .# und .% !
1 bei Linearkombinationen von Funktionen?
2 bei Streckung und Verschiebung?
3 bei Ableitung von Funktionen?
4 bei Produkten von Funktionen?
Welche Voraussetzungen werden jeweils benétigt?

5 Ist fUr jede reelle Funktion f: R — R auch f reell?
Welche zusétzliche Symmetrie garantiert dies?

6 Ist fir jede Funktion f:R — R die Transformierte f stetig?
Welche zusétzliche Voraussetzung garantiert dies?

7 Was besagt das Riemann-Lebesgue-Lemma?
8 Was besagt der Satz von Plancherel? im Vergleich zu Parseval?
9 Was besagt die Unschérferelation? Qualitativ? Quantitativ?

Losung: Lesen Sie das obige Fazit... und noch einmal das Kapitel!
Dort finden Sie die allgemeinen Regeln und zahlreiche Beispiele.
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Versténdnisfragen: komplexe Potenzen

Aufgabe: (1) Was genau besagt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung?
Wann genau gilt Gleichheit? Kénnen Sie lhre Antworten beweisen?
(2) Die Unscharferelation K3B beruht im Wesentlichen auf der
Cauchy—Schwarz—Ungleichung. Wann genau gilt hier Gleichheit?
Lésung: (1) Wir erinnern an Satz I1H: In jedem K—Vektorraum V' mit
Skalarprodukt (-|-) gilt [{u | v)|2 < (u|u)(v]|v) firalle u,v € V.
Gleichheit gilt genau dann, wenn u, v Uber K linear abhéngig sind.

(2) Die Unscharferelation V() -V(f) > i beruht auf der CSU (K3B):

/|=”0f )|*da- /161‘ )| de
/}Lf )|? da - /|f |2dL>‘/qf () dz? ‘Zi

Bei Gleichheit miissen «f () und f/(z) linear abhéngig sein, also
f'(z) = Naf(z) fUr ein X € C gelten. Wir integrieren f'(z)/f(z) = Az
zuln f(z) = c + Az2/2 und erhalten f(z) = C'¢***/2. Dies ist quadrat-
integrierbar flir A < 0. Gleichheit gilt daher nur fir Glockenkurven!

V() V()

Aufgabe: Die folgende Rechnung beweist 0 = 1. Wo stecken Fehler?

Fir alle k € Z gilt: 2k =1 (1)
Multiplikation von (1) mit e = ikt =e (2
Einsetzen von (2) in (1) = (FTREL2mE . (3)
Potenzgesetz (e¥)* = e** = edmRRE g (y)
Potenzgesetz e" % = ¥ . e* = o K .2k 1 (5)
Anwendung von (1) = iR =1 (6)
Grenzwert fir k — oo = 0 =1 (7)

A\ Das ist eine lehrreiche Ubung, bitte versuchen Sie zuerst selbst, den Fehler einzugrenzen!
Die Gleichungen (1) und (2) sind tatséchlich giiltig, auch (3) 1* = 1 scheint noch in Ordnung,
obschon die Bedeutung von a” fiir a, z € C unklar ist. Die letzte Gleichung (7) ist offensichtlich
falsch, ebenso (6), (5), (4). Die Implikationen (4) = (5) = (6) = (7) sind alle einwandfrei,

sie starten leider bei einer falschen Aussage (4). Der einzige Fehler liegt also bei (3) = (4).

In C sind Logarithmen und Potenzen nicht eindeutig, daher ist extreme Vorsicht geboten!
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Aufgabe: Stimmen die folgenden Rechnungen? Wo stecken Fehler? Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Funktionen
e furxz>0 ~ 1 1 el ze Pl _sign(z)e ¥l
ORI 0} @) e FO - =i - e
ure < maTl Bemerkung: Sie kénnen die Fourier—Integrale direkt ausrechnen. . .
i o L 1 i€ @ Das ist allerdings mithsam. Versuchen Sie es einmal als Ubung!
- af(w) = /@) 1o = V21 a+i€ © Esist viel leichter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:
. f(a) Whaaa? 1 i€/a Lésung: Die erste kennen wir bereits, die anderen folgern wir:
’ Vor a+i Zur Anwendung von Satz K2A sind hier alle Voraussetzungen erfiillt.
2 a
—alz| _ I~ Y —|z I 2 1
(2) e =g(z) o—e (&) = \/;aerf? eIl = f(z) o—e fl&) = \/;T@
_ oo 2 7(162 R o
2 o—alz| — (2 2 Y e e . 2 2i¢
= a’e g'(z) o—e (i§)°g(&) = \/;(12 e ze Il =zf(xr) o—e 10 f(§) = \/;7(1 e
—&/a - 2 i
— g@) o—e Whaaa? /- — e —sign(z)e "l = 0, f(x) o—e iEf(¢) = \/;41 _552
A\ Unsere Ableitungsregel K2A verlangt absolute Stetigkeit, diese ist links jedoch nicht erfiillt. . . . A . ~
Umgekehrt verlangt die Multiplikationsregel absolute Integrierbarkeit, diese ist rechts verletzt. @ Allgemein far g(l‘) = p(I) f(‘r) finden wir ebenso g(f) = p(la’i) f(g)‘

Tatséchlich fiihren die obigen, allzu naiven Rechnungen zu dramatisch falschen Ergebnissen!

wobei p(z) = ag + a1x + asx® + - - - + a,2™ ein beliebiges Polynom ist.

K411
Ubung

Anwendung zu Multiplikation und Ableitung

K412
Ubung

Anwendung des Satzes von Plancherel

Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Funktionen g, h: R — R mit
g(x) = z und h(z) = 22 flr |z| < a, fortgesetzt durch Null fur |z| > a.
Bemerkung: Wir kénnen die Fourier—Integrale mihsam ausrechnen. ..
© Es ist viel effizienter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen:
Wie / Kénnen Sie hier die Multiplikations/Ableitungsregel anwenden?

Lésung: Wir kénnen Satz K2A(2) auf f = I|_, , anwenden:

J@) =T qq@) o—e J() :@ Sm(;é)zzziocm

9(@) = 2 f(2) _ @w

~ 2 (a2€%2—2) sin(aé) + 2aé cos(a
Ho) =) o—e 0 fle) = |2 (LRI 208 con(eg)
© Fur jedes m € Nist das Produkt 2™ f(z) Gber R absolut integrierbar.
Die rechte Seite f ist beliebig oft differenzierbar, gar analytisch, genauer:

o—e 0 f(€)

Aufgabe: Bestimmen Sie mit Plancherel (K3A) den Wert des Integrals

I /ei“C Sin(f) de — /eizsin(x). 1 s
R T+ R T 14z

Lésung: Wir erkennen und nutzen die Fourier—Transformierten

F(@) = Ty () 2 Sm( ) Fe,

o—e
™
@)=l o \fHEz—g

Plancherel transformiert ein schweres Integral in ein leichtes:

5 [0 a0 = § [ T gl de

o T
= 21 cellae = 7/ e *d
2/R [0,2](95) e T 2 oo T

7=

darstellbar als eine auf R konvergente Potenzreihe. Versuchen Sie es! e T [_ eﬂ] ’ - T [1 _ (;2] —  1.358%21...
Sie finden ¢, = (—1)"\/2/7 a1 /(2n + 1)! und co, 4y = 0 flirn € N, 2 e=0 2
Fourier—Transformation der Hutfunktion uiﬁlz Fourier—Transformation der Hutfunktion UE;‘l;?
Aufgabe: Fourier—transformieren Sie die folgende Hutfunktion H,: Lésung: (1) AuBer in den Punkten {—a,0,a} ist H, differenzierbar:
a Hy(2) = I_q0)(2) — Lo g (2)
- 1 i . )
7 _ - _ Llagy _ (,—iag
(€)= = g 1= = (7 - 1)
1 al 2
29 =—2=
\/ﬂ 5{ cos(ag)] \/7 € sm( >
—a +a x

(1) Nutzen Sie die Ableitung H/, und deren .#—Transformierte.

(2) Alternativ hilft die Faltung H, = g+ g mitg =I_a a.

(3) Alternativ setzen Sie die Definition ein und rechnen es geduldig aus.
Plausibilitatscheck: Gilt Hao(7) = Ho(x + a) + 2Ha(2) + Ho(z — a)?
Durch Riicktransformation bestimmen Sie [*°_sin(¢a) 2/€2 de.

Der direkte Ansatz (3) liegt am ndchsten, fiihrt aber zu einer etwas mithsamen Integration.

Als Training sollten Sie dies einmal durchrechnen: Das ist eine sehr lehrreiche Ubung.

Wenn einem nichts besseres einfillt, dann ist dies auch die einzig gangbare Methode.

Meist ist es giinstiger wie in (1) oder (2), neue Funktionen auf alte zuriickzufiihren.
Das geht oft schneller. Genau hierfiir haben wir die Rechenregeln entwickelt!

Dank Ableitungsregel 9, H,(x )O—olgH (&) erhalten wir:

—~ 22 at \/2 1 — cos(af)
H,(¢) = . e sm< > e
© Dasselbe Ergebnis erhalten wir durch Faltung [K211] oder direkt.
Plausibilitat: Es gilt Hao(z) = Ho(z + a) + 2H,(2z) + Hq(z — a) und
Hoa(€) = Ha(€) (¢ +2 4 ¢ 7€) nach Verschiebungsregel
2

2
2?51n<a5> (2+2cos(af)) = gébm(af)Q
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Fourier—Transformation der Trapezfunktion Ubung

Aufgabe: Fourier-transformieren Sie die Trapezfunktion Ty,:

—2a —a +a +2a x

(1) Nutzen Sie die Ableitung 7, und deren #—Transformierte.

(2) Alternativ hilft die Summe T,(z) = Hy(z + a) + Ho(z) + Ha(z — a).
(3) Alternativ setzen Sie die Definition ein und rechnen es geduldig aus.
Der direkte Ansatz (3) liegt am néchsten, fithrt aber zu einer etwas mithsamen Integration.

Als Training sollten Sie dies einmal durchrechnen: Das ist eine sehr lehrreiche Ubung.

Wenn einem nichts besseres einfillt, dann ist dies auch die einzig gangbare Methode.

Meist ist es giinstiger wie in (1) oder (2), neue Funktionen auf alte zuriickzufiihren.

Das geht oft schneller. Genau hierfiir haben wir die Rechenregeln entwickelt!

© Es ist effizienter, scharf hinzusehen und geschickt zu rechnen!

Je mehr Werkzeuge Sie beherrschen und nutzen kdnnen, desto besser.

Lésung: (1) AuBer in den Punkten {£2a, +a} ist T, differenzierbar:
I[*Z(l,*(l] (I) - I[a,Za](x)

{ ia _ 21{15 ( —2iaf _ e—ia{):l

x)o—eif T,,,(g) erhalten wir:

S
=
I

2 cos(a&) — 2005(2(16)]

= m\»—m\»~

Dank Ableitungsregel 0.

)
)

Ta(§) =

(2) Aus der Summe T,(z)

- fi {cos(af) — cos(ZaE)]
Hy(z+ a) + Hq(x) + Hy(z — a) folgt

2
22 e sm<a£) (14 2cos(af))
© Beide Lésungen aus (1) und (2) sehen zunachst verschieden aus.
Beide Funktionen sind aber tatsachlich gleich dank Additionstheorem.

—~

Ta(€) = Ha() ("6 + 1+ ¢71%) =
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Faltung von Normalverteilungen Ubung

Die Normalverteilung » = N(, o) ist gegeben durch
1 _(e—p)?
e 202
oV 2T

Aufgabe: Fir die Faltung von Normalverteilungen gilt:

p : R=>R:z—

N(p1,07) * N(pz, 03) = N(u1 + p2, 07 + 03)

Zeigen Sie dies (1) durch Fourier—Transformation und (2) direkt.
Lésung: (1) Wir kennen die Fourier—Transformierten [K201]:

=
~ . 242
f =N(u, %) oo J§) = S otete?
) 2m
- 1 e o262
9 =N(p2,0%) o G(§) = =t/
V2T
= ~ 1 . )
h=N(u + p2,08 +03) o—e h(f) = —— e~ im+p2)é—(0f+03)€%/2

V2
Wir nutzen hierzu dankend die Faltung K2B und die Umkehrung K1D.

(2) Wir rechnen alles direkt aus. Zur Vereinfachung sei 1 = p2 = 0.

2 )2

e 1 00 7%7(;%1}
h(z) = / fu)g(z —u)du = / e 1 %2 du
U=—00 27{'0’102 U=—00
Zum Vergleich figen wir den erhofften Faktor ein:
.1‘,2
T 2(c%+403) 2 2 oo L2 W2 @-w?
h(a:) — ¢ e . \/Ul + P ez(n$+n§) 207 202 du
2m(0? +02) 0102V2T Ju=—co
2.2 2
H H . H H 2 . (710'2 e UIT .
Dies vereinfachen wir weiter mit o° := poi und p = ol
7:2
T 2(02+02) 00 2
e vy 1 _ (u—p)
h(z) = . / e 22 du
27m(02 +03) oV21 Ju=—co
)

=1
© Zu dieser Rechnung benétigen Sie vor allem Mut und Geduld.

@ 3Blue1Brown betont und nutzt die Rotationssymmetrie: A pretty
reason why Gaussian + Gaussian = Gaussian. youtu.be/d_qvLDhkg00.
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Transformation von Differentialgleichungen

Wir untersuchen die homogene Warmeleitungsgleichung

du(t, ) = kd2u(t,z) firt>0undz € R,
flirt =0und z € R.

u(0, ) = ug(x)

Aufgabe: Lésen Sie dies durch Fourier—Transformation beziglich z.

Hierzu gibt es Voraussetzungen: Satz K2A erfordert, dass u zweimal stetig nach z differenzierbar
ist und 92u absolut integrierbar. Das ist am Ende noch zu iiberpriifen, siehe hierzu Satz D5D.

Lésung: Die .#—Transformierte 7(t, &) erfllt dyu(t, &) = —k 2 U(t, ).
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in ¢ mit Parameter &.
Wir trennen die Variablen gemaB [9,a(t, €)]/a(t, &) = —rk&?

und integrieren von 0 bis ¢ zu In(t, &) — In@(0,¢) = —kE%t.

Wir erhalten so die Lésung 7i(t, €) = e~ o (€) far alle t > 0.
Riicktransformation e~~¢*t e—o e~2/4%! /\/2c¢ und Faltung ergibt:

/~ e—(m—y)z/4m 7 G )
u(t,x) = U (1 art > 0.
e L

© Das Ergebnis entspricht unserer in Satz D5D prasentierten Lésung:
Die Warmeleitungsgleichung d,u = x 92u hat als Fundamentallésung
eine auseinanderflieBende Glockenkurve, den Warmeleitungskern

L <,@>
Varrt P\t )

Die Konstanten sichern die Normierung [, H(t,z) dz = 1. (GauB3 C2G)
Fir ¢t = 0 sei die Warmeverteilung uo : R — R vorgegeben, mit ug € C,.
Flr ¢t > 0 erhalten wir die Losung durch Superposition (Faltung D5E):

u(t,z) = /yE]R

© Stehen die Formeln schon da, so geniigt geduldiges Nachrechnen:
Machen Sie die Probe und zeigen Sie d;u = x 9%u durch Ableiten.
© Die FourierTransformation bietet eine elegant-effiziente Herleitung.
AnschlieBend sammeln und priifen wir die Voraussetzungen (D5D, D5u).

H:RyoxR—-R: H(t,z)=

uo(z —y) H(t,y)dy = / uo(z) H(t,z — z) dz.

zER
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Transformation von Differentialgleichungen Ubung

Aufgabe: Finden Sie eine quadrat-integrierbare Funktion

w:R =R mit u(z)—u(z)=e

Losen Sie diese Gleichung durch Fourier—Transformation:

(1) Zu welcher Gleichung fur u wird diese DG transformiert?

(2) Lésen Sie nach u auf und berechnen die Riicktransformierte w.
(3) Probe: Erflllt die gefundene Funktion « die Gleichung?

(4) Ist die gefundene Funktion u die einzige Lésung?

el

—_

Losung: (1) Wir fourier—transformieren die Summanden:

u(z) o—e ()

u'(z) o—e (&)U

iz ~o 201
f@)=e o—e Fl&)= Tire

Die transformierte Gleichung fiir u lautet also

~ ~ 2 1
e+ a0 =2 g

Diese kdnnen wir leicht nach u auflésen:

~ 2 1 1 -~ ~
TL(f):\/;1+§2‘T£2:\/;f(f)‘f(§)

© |Integraltransformationen (hier Fourier, spater Laplace) machen aus
Differentialgleichungen einfache algebraische Gleichungen. Wunderbar!
Diese kénnen wir leicht I6sen. Dann bleibt noch die Ricktransformation.
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Transformation von Differentialgleichungen

(2) Dank Faltungsformel finden wir w = 1 f * f. Fur z > 0 gilt:

(f*f)(q;):/ e leml=tl q :/ e"t"”t’dt-l-/ ettt qy

—0Q
T {o o]
= e*””/ e 1t g 4 em/ e 2t dt
—00 x

Far die letzten beiden Integrale gilt:

T 0 T
/ et qp = / et dt +/ ddt =
—00 —0o0 0
o0 —
/ e 2ar = —1 [C’Zt] = =
xT 2 x

Fir z > 0 erhalten wir somit folgendes Ergebnis:
1 —z 1 zl —2z| __ 1 —x
uw) = 5[ (5 +e) Herge ] = S0
Da die Funktion u = %f * f gerade ist, folgt schlieBlich

u(z) = %(1 + |z]) eIl

(3) Wir machen die Probe. Fir = > 0 gilt
-1

71 —T ! = —T " _ _ —z
u(:r)72(1+:v)e , u(x) = 5 e’ u'(z) = 2(1 z)e ",
Hier gilt u(z) — u”(2) = e=® = e~ 1=l Fir z < 0 gilt
71 _ x / 7;1 x " 7;1 @
u(x)—z(l z)e’, u(z)= 5 ze, u'(x) = 2(1+x)e‘

Hier gilt u(z) — u”(z) = ¢® = e~1*|. Somit ist u quadrat-integrierbar,
zweimal stetig differenzierbar und erflillt die Differentialgleichung.
(4) Die homogene Gleichung u — «” = 0 hat die allgemeine Lésung

up(z) =ae®+ e mit a,f R

Allgemeine Lésung der Gleichung u(x) — u”(z) = ¢~ 1l ist demnach
u(x) + up(x) = %(1 +z) eIl + ae” + e

Quadrat-integrierbar ist diese Funktion nur fir a = 8 = 0.

© Die Laplace—Transformation (Kapitel L) geht hier weiter!



http://youtu.be/d_qvLDhkg00
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